すべての素数の積が4π^2 になることの証明

ζ(n)=1/(1^n)+1/(2^n)+1/(3^n)・・・・・とおく

ζ(n)={1+1/(2^n)+1/(2^2n)+・・・・}{1+1/(3^n)+1/(3^2n)+・・・・}{1+1/(5^n)+1/(5^2n)+・・・・

   =1/{1-1/(2^n)}・1/{1-1/(3^n)}・1/{1-1/(5^n)} ・・・・

この両辺の絶対値の自然対数を取ると

log ｜ζ(n)|=log|1/{1-1/(2^n)}|+log| 1/{1-1/(3^n)}|+log | 1/{1-1/(5^n)}|・・・・

　　　　= -log|1-1/(2^n)|-log| 1-1/(3^n)|-log | 1-1/(5^n)|・・・・
        =-{1/(2^n)-1/2・1/(2^2n)- 1/3・1/(2^3n)-・・・}
         -{1/(3^n)-1/2・1/(3^2n)- 1/3・1/(3^3n)-・・・}

　　　　 -{1/(5^n)-1/2・1/(5^2n)- 1/3・1/(5^3n)-・・・}

　　　　={1/(2^n)+1/(3^n)+1/(5^n)+・・・}
         +1/2{1/(2^2n)+1/(3^2n)+1/(5^2n)+・・・}
         +1/3{1/(2^3n)+1/(3^3n)+1/(5^3n)+・・・}

         +・・・

        =Σ1/(p^n)+1/2Σ1/(p^2n)+Σ1/3(p^3n)+・・・　(n≧0)  となる。

∴｜ζ(n)|=e^{Σ1/(p^n)+1/2Σ1/(p^2n)+Σ1/3(p^3n)+・・・}    …①

①の両辺をnで微分すると

｜ζ’(n)|=d/dn(Σ1/(p^n)+1/2Σ1/(p^2n)+Σ1/3(p^3n)+・・・)
*e^{Σ1/(p^n)+1/2Σ1/(p^2n)+Σ1/3(p^3n)+・・・}
　　　 =-( Σlogp/(p^n)+ Σlogp/(p^2n)+ Σlogp/(p^3n)+・・・) *｜f(n)|
よってζ(n)≠0のとき
|ζ’(n)|/| ζ(n)|= -( Σlogp/(p^n)+ Σlogp/(p^2n)+ Σlogp/(p^3n)+・・・)  …②
 ここでζ(0)=-1/2　ζ’(0)=-1/2log(2^π)
②にn=0 を代入すると

|-1/2log(2^π)|/|-1/2|=-Σlogp-Σlogp-Σlogp・・・

　　　　　　　　　　=-(1+1+1+1+1+・・・) *Σlogp

        　　　　　　=-ζ(0) Σlogp
 　　　　　　　　　 =-(-1/2) Σlogp
                    =1/2Σlogp
よって　1/2Σlogp=log(2^π)
         Σlogp= log(4π^2)
log2+log3+log5+・・・= log(4π^2)
log(2*3*5*7・・・)= log(4π^2)
2*3*5*7・・・=4π^2　　　　　証明終わり。

